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'TUBIK GEOMETRIK SEKILLER ICIN
- HACIM TEOREMI

Dog. Dr. Aydin ALTIN(*)

VE =1 vduhle(P)+-2;—3f'I§dP |
R3de bir'hacim formiilii vermektedir. Gauss-Bonnet Teoremi uyérmca,
J K =2nx®) ’
yazilabilir. Burada ;, (P) yazum P nin Euler Karakteristigini gostermektedir.

Bu sonuglardaIR3 yerine daha genel uzaylar alarak WEYL TEOREMI, GAUSS-

- BONNET TEOREMI, EULER KARAKTERISTIGI ve bunlarla ilgili olarak Eigen

degerler, Egrilikler, $ekil operatorii ve hacim formiilleri daha genel anlamda incele-

nebilir. Egri, Yiizey, Integral, Form, Alan ve Hacim kavramlarma daha genel anlam
verilebilir. ‘ '

1. GIRt§ : A
Tiibler icin yukarida verilen hacim formiilii R® uzaymda,

~ln-l
a 2 N 2
; Ve (f)=((i1£-ﬁ———{Volmne(P)+2!‘_Z‘_l@I.},
—n-1}! ’
L LA

olmakiadir. Daha diizgiin geometrik gekiller olan balllar igin

2n- "o 2n+1 n+l n h+l

R

\' l'=n I \' [ A T 2 T

m, @=S0 ¥ e ® 1.3...2n+1)
olarak yazlabilir.

(*) Hacettepe Universitesi Ev Ekonomisi Yiiksekokul Ofretim Vyesi
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n =1 igin gok iyi tamdsimuz,
R’ 3
Vo =221

’

degermi buluruz [13, [2], [3] ve [4] kaynaklarmda bu gahsmada gecen dn bllgﬂ¢r
daha detayh olarak bulunabilir. y

2 BULGULAR '

Sekﬂ operawr(l yiizey karaktensugl, Elgen degerler Elgen vektorler, Gauss
egnhgl yiizey ve yan yiizey kavramlarim i igeren. (Smeklenmlz hacim teoremlerinin -
daha iyi anlagilmasina katklda bulunacaktrr. .- - ,

2.1. ONERME. M, R™! de bir yanyiizey ve X o€ TRB (0) baslangu;
noktasmda M nin bir téget vektdril olsun. M yanytizeylm ’

'

2 2
W (Xg, Xg, - X)) 2 (X1, X9 ey Xp Xy +Xp + o + "n)

bigiminde tammliyalm, Bu durumda, t3] den, k Eigen deggerleri igin
k"Vx“o—k'\I’le =..=khyx I =

degeti bulunur. Bu sonuca gore Gauss efrilifinin K(M)-Z“ ve ortalama egrilifin

H(M)=n olduju bulunur. Yiizeyimiz i¢in bu sonuglar boyuttan bagimsiz oldugundan

Tiibik geometrik gekiller igin yazih hacim teoremlerinde gegen Gauss egrilikleri ye-

rine yazilabilirler. Ozellikle de R3 de bu sonuglar ﬂglh teoremlenn kolay ve anlagilir
olmasina neden olurlar. Uygulamalart kolaylagtmrlar ,

: 2.2. ONERME. Yine M, R™! de.bir yanyiizey ve x | o€ Tu (0) haslangxg
_noktasinda M nin bu' teget vektorii olsun. M nin tanimim

Q : (X15 X2, oo X)) = (X1, X2, ieey Xp, X1 X + X2, X3 + et X1 Xp Xa X1)
bigiminde yapalm. K Gauss egrilii, x Euler karakteristi§i (yiizey karakteristigi), S
sekil operatorii, k normal egrilik ve X;, Xy, ..., X, ler-Eiegen vektorler olsunlar. Bu

$Xi = X1 + Xin

klx, =klx,=..klx =0 o .

KM=0HM)=0ve
x=0
sonuglan bulimur.'
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KANIT. @ 1€i<n+ 1, normal gan alans olsun. M nin birim normal
vektor alanmi, + OXi . : ' S '
2~ a 3. 2
"”"ax q"’ax - “"‘"ax )
C = 2 T o2

1+ q>,l+ Px,t -+ Px,
olarak verebiliriz. Buradan, tiirev alaxak ve tiirev sonucunu 0 noktasina uygulayarak,

( X2-Xns coes = KiaT Xi1s eor ~ Xar X1 1)

'VI*+ (x2 + x) +. (x, L+ xl”) +ot (R + x,)?+ 1

§|o. o, 0, ... 0, 1)
sonucuna varilir, $imdi Eigen vektorleri bulalum.
X1 =0xilo=(L0,.n 0+ Xp+ %) o
X, =(1,0, ..., 0) IR
X2 =@xylo= (0,1, O+ X +X5) o
X2 = O 1, ..., 0) |
Aym yolla devam ederek, _
Xa=0x,10=0,0,...0,0,1, + Xo +X1) g |
X,=0.0.. 1O T
elde oderiz. o , '
Buldugumuz,Eigen—Vekjbrlere S gekil operatdriinii uygulayahim. |

SX;=- Vi, = — S L O +KD hos

SX1="ad' £0,..,0 ko ‘ |

‘sxl=_{(0,-t, 0,....0,-t, 1)},1_0
W+ 2t~

5x,= @10, 0. L0 Lo 40,0, D)t Lo

) im0+ 50,40, 5. s 1) rm—=
o Vien® 3 , Viiea)
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l le = X,, + X2 ’
Ay yolu izleyerek SX; yi bulalim.
SX;=-V, (= — i £ 0 +1x) l1u

sX;=-2£0.0,..,0,1,0,...0
» i'yinci yer
SX,=— {(o, 0,..,0,4,0,4,0,..., 1)} =0

‘ '\/l+2t2

.2 ©00,..,0,1,0,1,0, ...
T ,’\/l r2t

SXi=Xi1 + Xi+i: ..

0) I 'o+;_(o,0, cees -1,0,-1,0, .

$X, yi de ayn yolla bulahm.
$Xp=- Vo e — < z; O+t huo

SX —-—-C(O 0,..,0,t,0) liuo -

$X,=- {(-.t, 0,..-0, 1)}|t_

-WH-._FZt‘ _

sx, =100 1,00, 1o 0D

X, =X +X;

4t

\/1+—2? 2 | ’, Vi(i+2)

1)-———-!,,0

V(1+2t’)

|t-0

Bm'ada buldugumuz sonuglar, [3] de gdrixlebllecegx glbl 3 boyutlu yanyuzeyler

igin, 7
SXi=X;+Xs
SX, = X3 + X,
SX3=X;+X;
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olarak elde edilmektedir. yi bilinen yiizeyler, 2 boyutlu yanyiizeyler, igin SX; = X ve
SX, = X, oldugu her geometri kaynaginda bulunabilmektedir. Normal effrilikleri igin,

klx, = <8X}, X;> = <X, + X5, X >=0
. k|x2 = <SX2, X2> = <X1 + X3, XZ >=0

.....................................................

e s aE0sEeEEsPI00EIeNErERREisnIRItERTIRIRPERITRIIIRIIRSE

klxn-<SXn,X> <Xp1+ X, Xp>=0

sonuglarim yazabiliriz. Burada <, > sxmgem saylsal ¢arpimi gdstermektedlr KM)
Gauss egriliginin,

~KM) =kk, ...k
K(M) 0
oldugu yukandaki sonuglardan hemen yazﬂablhr Yine H(M) ortalama egnhglm

ki+ kot ... + kg

HM) =
'y
HM)=0 |
buluruz. R3de iyi bilinen, . - . ' \

IK‘(P)dP=2nx(P)'

sonucundan K=0 olduguna gOre, 21#0 olmast % (P)=0 olmasim gerektmr Bu tiir

yiizeylere Tor tiiri yiizeyler diyoruz. ¥ yiizey karekterlsugl aym tiir yiizeyler i¢in

degismezdir. Omegm bilinen kiip yiizeyi i¢in y=kdge-ayit+yiiz = 8-12+6=2 bulunur.

Ongen piramit igin y=11-20+11=2 ve yine yiizgen piramit i¢in x= 101-200+101=2

- olarak hesap edilebiliyor. R? de bir tor yiizeyi igin x=9-18+9=0 olur. Kaynaklarda .

torun 0 karekteristiginin bir kulplu kahve fincam tiirii yiizeyler icin de aynen korun--

. duju yazilmaktadir. Buradan, 6rnek n boyutlu yanyiizeyimizde gergekten x, Euler ka-

rekteristifinin (yiizey karekterlsuglmn) sifir oldugunu anlariz. Bu sonuglardan
Onermemizin kanitlannug oldugu sonucuna vanhr. f

2.3. ONERME. R3de M bir kulplu kahve fincan: tiirii yiizey ve A, M
iizerinde kapali bir bﬁlge olsun. a, A nm sonlu sayida ayrik, basit kapali o
egrilerinin bilegimi olsun o iizerindeki dig kOge acilarmi 64, 92, i 9,, ile
gosterelim. kg jeodezik egnhk olsun. Bu durumda
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olur.

kg=29i

i=1
[+

KANIT. kg = 21:x(A)26 Jx
' i=1
[+ A0

oldugu iyi bilinen bir sonugtur.

X &) =0 ve f K=0oldugundan,

kg 26

i=l
o

sonucuna variriz. Bu da kaniti tamamlar.

Son olarak, konunun anlagiimasi ybnunden [5], [6] ve [7] kaynak]armm okun-

k . masim igtenlikle dnerebilirim.
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