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MODÜLER GRUP

,

Yarei.Doç. Dr. Hasan Basri ÖZDEM1R(*)

,

Bildijtirniz klasik düz1em]R2ile karmaşık düzlem dedijtirnizfl nin cebirsel ve
topolojik olarak hemen hemen ayn~ oluşu ıı-atematikteki ve matematik
öjtretimindeki klasik iICidejtişkenli reel dejterti (R2-.R) veya düzlemden düzleme
(R2-+]R1) dönüşümler yerine son yıllarda karmaşıkfonksiYQnlann tr-.fl) kul-

l~ını gündeme getirmiş, böylece düzlemdeki hatta uzaydaki klasik analitik geo-
metriye yeni bir sadelik ~ıştır.

Hacett~Üniversitesi organizasyonu ilegerçekleştirilen bu FenBilimleri
ERitimi Simpozyumunda matematijtin ve matematiköAı"etiminin düzlemdeki
otomorfizmaIan olan Mobius Dönüşümlerininbir aIt grubu olan MODULER Grup
ile ilgili bir çalışmanıı sunmak istiyorum. '

ı. Tanun Gemişletilmiş karmaşık düzlem

floo=flU {oo} olmak üzere,

,g (00)=!.; g'(- ~)= 00; a, b, c, de C,
, ç c

şe1diiıdeki dönüşümlere Möbius Dönüşümleri denir;

;Bu dönüşümlerkümesi bileşke işlemi ile bir gruptur ve bu grup genişletilmiş
düzlemin, dolayısı ile genişletilmiş karinaşık düzlemin otomorfizmalan grubudur.

[Aut (C_ )]. .

(*) Necatibey Egitim FakOltesi Otretim Üyesi.
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Bu grup ile singüler olmayan 2x2 mattislerinin GL (2, 0 grubu arı-sındasıkı
ilişkivardır..

,

2. Tanım A =(~:) e. GL (2,Cl),

g e Aut(Coo),[g (z)~:: ~L
olmak üzere,

f: GL (2, (l) -+ Aut (Coo).

, f (A) =g ,

dönü~ümÜnü tanımlıyalıın.

Bu şekilde tanımladılunız f, bir grup homomorfizmasıdır. Dileryandan,

3. TanunA, B e GL (2, C),

A~(~:},B= (;~)

B' =00.' = (~~r
olmak üzere

[AB] =İz (AB*) =aex + bP + CY+ di deAerine A 'ile 'B nin skaler çarpımı

denir.

Bu bir karmaşık iç çarpımdır. Her içiçarpım bir norm belirledilinden bu iç
çarpımdaneldeedilennorm, '

,

4. Tanım ~ e GL (2, Cl),

A =(~:)
olmaküıae

A matrisinin normu, ılı
,

,1/2 ( ı 2 2 2\
ilAH = [A, A] = la! + ibi + İCİ+ kı J
olur.

Bu düşünce ile g e Aut (Coo)öAesi içinde şu tanımı verebiliriz.

5. Tanım A= (
ab
)

.
cd .
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,)

1\ aı+b . di8 \zı =- .8nmnormu ye.
cz+ d '

, 2
,

ilgli
2

=
iiAii

. detA

ile tanımlananilgli deAerine denir.

det A =1 olma durumun.da yani A e PSL (2.
(f,) iken

ilgli = iiAii

olur. Böylece Aut (Coo) üzerine, bununla aynı anlama gelen PSL (2.
(f, ) grubu

üzerine bu nonn. .dolayısı ile de. bir metrik konmuş oldu.

İşte bu-nonn ve matrik ile Aut (Coo) yani PSL (2.(f, ) bir topolojik grup olur.

Her topolojik grup bir ho.mojen uzay olduAu içinPSL (2, (fj aynı zamandı. bir
homojen uzaydır..

PSL (2. IR) ={ g 19 (z) =al: + b ; a. b. c, d e IR; al- be =1 }
cz+ d .

'

dönüşümler kümesi PSL (2. (f,) nin bir alt grubudur.

6. Tanım'

M ={ Te PSL (2. IR) IT (z)=az + b ;
cz+d

a. b, c. d e Z} kümesi psı (2. R) grubununbir alt grubudur.Bu gruba Modu-

ler Grup denir. PSL (2,(f, ) üzerindeki topoloji ile PSL (2, R) ve M üzerine topoloji
kondurarak M grubu da bir topolojik grup olur. Modüler grup bir ayrık gruptur.
Aynı zamandaRuchsian gruptur.

Matematik öAretimindebir fonksiyon, bir dönüşümsöz konusu olduAuzamaıı
ilk akla gelen, bu dönüşümün tanım ve deAer kümelerinin ne olduAu, 'sonra da
hemen ardından bu dönüşümünsabit bıraktıAınQktalannne olduAudor.İşte bu ilC'
denle PSL (2,(f,), PSL (2, JR) ve M'nin sabit bıraktıAınoktalarınüzerinde çalışılmış
ve 1>udönüşümler sabit noktalarınınsayısı ve şekline göre eliptik. hiperbolik; para-
balik olarak sınıflandırılmış~ır. PSL (2. R)nin birim öAe dışındaki bir öAesinin'
en fazla iki sabit noktası vardır.

7. TanlD1 810g2 bir dönüşümgrubunun iki öAesi olsun. (pSL (2, (f,). PSL
(2. JR) veya M nin iki ö~esi) .

gı =g 82 8.1 olacakşekilde yine bu grubunbir g öAesi varsa 81 ile g2ya birbiri-

nin e§leniAidirler(Conjugate) denir. g dönüşümünede eşliyen öAedenir.
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Eşlenik ögeler aynı ,tiptendirler. Bunun ispatı ız (gb) =ız (hg) oluşundan yarar~

lanarak kolayca gösterilebilir.
"

'

8. Önerme Modüler grubun

8ı (z) =z - 1,82 (z) =z + 1

şeklindetanımlanan 8ı, 82 e M öjteleri bu gruptaeşlenik deAillerdir.Bu 8ı, g2 öAeleri
PSL (2, JR) üst grubunda da eşlenik degildirler. Yani bunları eşliyen 8 ögesi M ve
PSL (2, R) de degildir. 8 e PSL (2~cı) olur.

.

Kanıt:

8ı=882 8-ı ve g(z) ::aı+b ,al-be=l
ez + d

olsun.
-ı -dı +b . -ı -dı + b

8(z)=-' g2g (z)= --'--+ 1ez-a cz+a

828-ı (z) =
(e - ~ z + (b -a)

~
ez -a

a
(e - ~ z + (b- a)

+ b-ı ',.. a
8 82 8 (z)==' ""' -

. e (e - ~ z.+ (b - a)+ dez-a
2

=(a: - l) z -a
2

ez-a:-l

. 2

=
(.00 + a: + be) z + ab - a - ab

ı .

(-<XI+ e + oc) z + be - a: - al

bulunur.

8 82 8-ı (z) =8ı (z)

y~
ı .

11:-1. a 2 .
~= I, e=O, -=-1, a =-I,a=:t ı
-oc-i a:+l .

elde edilir. GörüıÜY9rki g f PSL (2,JR)ve 8 ~'M.
.

9. Sonuç yukandaki önermede verilen M nin 8ı>8ıöAelerinieşliyen OAeler,
PSL (2, cı)nin .

.

8 =-z:tbi
şeklindekieliptikögeleridir.
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Kamt a = :f: i, c = O elde etmiştik..ad - be = 1 koşulunuda kullanırsak d = :f: i

bulunur. Buradan,

g (z) =:f: ~ ~
b ,. g (z) = - z :f: bi,

bulunur.

Şimdi de Modüler Grubun hangi öleleri imajinerelesenin bir noktasını sabit
bırakır, hangi ö!teleri bJrakmaz sorusUna yanıt veren bir önenne ispatlıyalım.

10. Önerme

g(z)=aı+b',ge M
ez + d

dönüşümü, imajiner eksenin k :f;. O, k 'e JR olmak üzere Zo = ik noktasını salüt

bıraksın.

allc+b =ik
cik + d

2) c = Oise (l)'ve (2) den, b =,0, a = d =:f: 1 bulunur.Yani g (z) =i (z) =z
birim ögeSi elde edilir.
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3) b = O,d
*" O iken orijin bir $abit noktadır.

Budmumda. '
"

OJ.. Z, g(z)=~
cı:tl

olur.Çünküad - be =i oldulundan a =d =:tl bulunur.

~ =z. ~ Z =O, Z =0+ iO =(O, O)
cı:t i "

, 11. Uygulama

ı. Kartezyen koordinatlarla verilen bir 1.0= (x.. yJ noktasındangeçen ve eAitimi
m olan doAnmun denklemi (düzlemde yani R2 de)kartezyen koootinatlaria"

, ,

L: y- Yo=m (~-xJ

idi. Bu doAnmun C nin öAeleıi yani karmaşık sayı1arJa ifadeSi,

L = i z = zo+ tz, i -00 < t <00 } Zı ise

m =mı
e R olmak üzere zı":' (m2' mı} yani Zı= m2+ im ı karmaşık sayısıdu'.

,

m2"
,

x

..
'

, 1
Ornek Zo = (2, 3) noktasıJıdan geçen ve elim m = 3" olan

L : y - 3 = t (x -2) doAmsunun karLnaŞJk denklemi,

L = IZ= (2, 3) + (3,1) t 1- 00<t <oo} olur.

2) Zı = (xı, Yı), zı = (x:ı, yı> noktasından geçen

L : y - Yı = Y 2 - Y ı

(x -x ı>

X2-Xı

doArusunun kaımaşık denklemi kol8yca

L = {Z =Zı + tZo 1- Do <t<oo }

olur. (7.0 = zı - Zı)
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x

3) Aynı şekilde zo = (Xo, Yo) merkezli ve r e Ryançapb (X-Xo)2+ (y_yo)2 =r2

çemberinin karmaşık denklemi Iz-ZoI==rolur.

4) PSL (2~Q:),PSL (2,R)ve
M dönüşüm gruplarının öAeleri
konform dönüşümlerdir.Bu neden-
le düzlemdeki bir eArininveya bir
şeklin M nin öAeleri altındaki
görüntüıerikendisinebe~. Bir
doArunungörüntüsü kendisine pa-
ralel bir doArudur.

y

x
o

Örnek: L : y =x doArosunun

g (z) = z- 1, g e M öAesi altındaki görüntüsü, orijinin görüntüsü zo =- 1 = (-

1, O) olduAundan L'nin görüntüsü zo dan geçen ve L ye parelelolan Lı doAros~ yani

Lı :y=x+ 1

doArusudur.

~u dönüşüm, örneAin izi = 1 ı.ıerkezcil çemberini

~tg (z) =z =z -1

olduAundan,buradan z çekilip yerine konarak,

Iz'+ 1J=1yani

Iz + 11=.1 çemberi olur.
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12. Sonuç

Düzlemdeki analitik geometri ö~etimi, karmaşık sayılarla yaptıgmda bilinen
klasik kavramlar (egri, dogru, çember, egitim, paralellik, merkez, iki nokta
arasındaki uzaklık) daha somutlaşmakta, bu nedenle de ögrencilere, ögrenenlere,
ögretmenlerekolaylık saglamaktadır.Bu nedenle1iseleıünizdeve üniversitelerimizde
analitik geometri derslerikartezyen koordbıatlannyanındaC nin ögeleri ile takviyeli
verilirse anlatım ve anlamada soyut kalan bazı. kavramların daha somutlaşacagı
düşüncesindeyim.

.

,
13. Dilek ve Öneriler

Bu simpozy,ımunçok faydalı konularıgündeme getirdigine tanık oldugum için
sevinçliyim. Şu;soru ve sorunlara da açıklık getirilmesi dilegi ile ~unmak istiyo-
rum.

.

I) Ögretmenlik bir meslek inidir, yoksa herhangi bir kişinin atandıAmda
yaptıgı bir iş midir? Bence ögretmen olmayana ögretmenlik yaptırılmamalıdır. Tıp

doktoru olmayana doktorluk yaptınrsanız kıyamet kopar.

2) Matematik ögretmeni önce matematikçi <?lmalı mıdır? Şu anda fen fakültesi

matematik mezunu ma~matikçi. sayılmakta, egitim fakültesi m~iunu matematik
ögretmeni matematikçi sayılmamaktadır.. Bence matematik ögretmeni önce matemaJ
tikçi olmalıdır.

.
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