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. MODULER GRUP
" Yard. Dog. Dr. Hasan Basri OZDEMIR'("‘) '

" Bildigimiz Klasik diizlem IR? ile karmagik diizlem dedigfimiz € nin cebirsel ve
topolojik olarak hemen hemen aym olusu matematikteki ve matematik
dgretimindeki klasik iki degigkenli reel degerli (R>5R) veya diizlemden diizleme
(R2-IR?) déniigiimler yerine son yillarda karmagik ‘fonksiyonlann € — ¢) kul-
lamimim giindeme getirmis, bylece diizlemdeki hatta uzaydaki klasik analitik geo-
metriye yeni bir sadelik kazandirmigtir. ' ' '

Hacettepe Universitesi organizasyonu ile -gergeklestiﬁleﬁ bu Fen Bilimleri
Egitimi Simpozyumunda matematifin ve matematik 6gretiminin diizlemdeki
otomorfizmalan olan Mobius Déniigiimlerinin bir alt grubu olan MODULER Grup
ile ilgili bir aligmam sunmak istiyorum. - :

1. Tanmm Genigletilmig liamaslk dizlem

Co= CU {eo} olmak iizere, :

£ (oo):g; g;(- g):oo;a, b, c,deC,
' ¢ c o

ad-bc#0
olacak gekilde

. = az+b
g:C.»C. 8@ =
seklindeki doniigiimlere Mobius Doniigiimleri denir.
Bu doniigiirhler kilmesi bilegke iglemi ile bir gruptur ve bu grup genisletilmis
diizlemin, dolaysst ile genigletilmig karmagik diizlemin otomorfizmalari grubudur.

[Aut (C..)]..

(*) Necatibey Egitim Fakiiltesi Ogretim Uyesi. .
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Bu grup ile smguler olmayan 2x2 matnslenmn GL (2, @ grubu arasinda siki
iligki vardur.

2 Tamm A= (ab)e GL (2.€);

az+b]

g€ Aut (Ce), [S(Z)— a+d

olmak iizere,
£:GL 2, €) — Aut (Cw),
AA)=g
dﬁnﬁsumumi tammlryalim.
Bu sekilde tanimladsgimiz f, bir grup homomorﬁzmamdlr Dlger yandan
3. Tamm A,Be GL 2, 0),

a3

B

B=® = (
78
olmak iizere

[AB] = Iz (AB*) = a% + bp + c‘f + 8 degerine A’ile B nin skaler carpum -
denir.

" Bu bir karmaslk i¢ carpimdur. Her igi garplm bn‘ norm behrledlgmden bu i¢ ‘
garpundan elde edilen noim,

4. Tanm A € GL (2, €),
=(ab) olmak iizere
cd

A matrisinin normu,
Al =1A, A] * (Ial + 1ol 4kl +u2)
olur. . | . ;
Bu diisiince ile g € Aut (Coo) Offesi iginde su tanims verebiliriz.
5. Tanm A =‘(: :;)

!
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az> b

g @ =212 gnin normu diye,
<z+Ad B o
INE

igh”=1A%

T Tt A

ile tammlanan ligl degerine denir. _ »,
det A = 1 olma durumunda yani A € PSL (2, €) iken
ligh =1NAll

olur. Boylece Aut (C,.) iizerine, bununla aym anlama gelen PSL (2,€ ) grub
iizerine bir norm, dolayis: ile de, bir metrik konmus oldu. '

Iste bu-norm ve matrik ile Aut (C,,) yani PSL (2, ) bir topolojik grup olur.

Her topolojik grup bir homojen uzay oldugu icin PSL (2, €) aym zamanda bir
homojen uzaydir.. : S ‘ .

{

PSL (2, IR)={glg @=%*L.ab,cde Rial-be=1]}
z+d CL c

doniigiimler kiimesi PSL (2, € ) nin bir alt grubudur.

6. Tﬁmm '

M={TePSLQ R IT@=22;
. az+d

a, b, c,d e Z} kiimesi PSL (2, R) grubunun bir alt grubudur. Bu gruba Modu-
ler Grup denir. PSL (2,¢ ) iizerindeki topoloji ile PSL (2, R) ve' M iizerine topoloji
kondurarak M grubu da bir topolojik grup olur. Modiiler grup bir ayrik gruptur.
Aym zamanda Ruchsian gruptur. ' Co :

Matematik 6gretiminde bir fonksiyon, bir doniigiim soz konusu oldufu zaman
ilk akla gelen, bu doniigiimiin tamm ve deger kiimelerinin ne oldugu, ‘sonra da
hemen ardindan bu donigiimiin sabit biraktii noktalarin ne oldugudur. Iste bu nc-
denle PSL (2,€), PSL (2, R) ve M'nin sabit brrakti1 noktalarin tizerinde caligilmag
ve bu doniigiimler sabit noktalarinin say1s1 ve sekline gore eliptik, hiperbolik; para-
bolik olarak simflandinimglardir. PSL (2, R)nin birim dge digindaki bir dgesinin’
en fazla iki sabit noktas: vardur. )

7. Tamm g;, g, bir doniisim grubunun iki ogesi olsun. (PSL (2, € ), PSL
(2,1R) veya M nin iki 6§esi)

g = 8 82 8! olacak sekilde yine bu grubun bir g dgesi varsa g, ile g, ya birbiri-
nin egleniidirler (Conjugate) denir. g doniigimiine de egliyen 6 denir.
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Eglemk Ogeler aym Uptendn'ler Bunun lspan Iz (gh) = 1z (hg) olugundan yarar
lanarak kolayca gosterilebilir.

8. Onerme Modiler grublin -

e

g1@=2-1,5@=2+1

seklinde tanimlanan g, g, € M jeleri bu grupta eglenik defillerdir. Bu g;, g, 6geleri
.PSL (2, R) iist grubunda da eglenik degildirler. Yani bunlan’ eshyen g Ogesi M ve
PSL (2, R) de degildir. g € PSL (2; ¢) olur.

Kanlt_
1
gi=gg, g ve g =20 - tc=1
z+d

olsun.

| . 1 -
g(z=__(¥_:_9.,gzg (z);'(lz»_f_bl-q.l
cz-a z+a

PN YRS ST
cz-a
2€-92+0-3 . o ,
gng-l()= ‘z-a =('al+a:+l'p)z+ab_a_ab
-d - R 2
c&%%@«»d d+c +d)z+be-a-al
=(x'l)z°a
cz-x-1 ‘
bulunur.
gngl@=2@
yazilarak,
2 .
- 2
Bol_o1ic=0,2 =1, a=-1a=%i
-1 x+1

elde edlhr Gdnilliyor ki g ¢ PSL (2,R) ve g ¢ M.

9. Sonug¢ yukaridaki ¢nermede verilen. M mn 81, & Ogelenm eshyen ogeler,
PSL (2, € )nin

g =-ztbi
seklindeki eliptik Ogeleridir.
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Kamta=ti,c= Oeldeetmlsnk.ad -bec= lkosulunudaknllamrsakd =ti
. bulunur. Buradan,

g @ =220 ,g(z)é'-zibi,'
l '
bulunur.

Simdi de Modiiler Grubun hangl Ggelen imajiner eksenin bir noktasml sabit
birakir, hangi oeleri birakmaz sorusuna yanit veren bxr Gnerme 1spathyahm

’10» Onerme

aZ+b

= ,geM
g@ p— g

donligiimi, imajiner eksenin k # 0, k € R olmak uzere z, = ik noktasim salit
biraksin. ’
ai‘k +b _ik
~cik+d

egitliinden,

ck2+ b'+ (a-d) ik =0,

ck2+b=0,a=d ..(1)
elde edilir. ad - bc = lkosulunudakul]anarak
‘ a2+02k2=1 a= d (2)
 elde edilir.
l)c ¢01sea2 : 1 - c2k2 egitliginden, OSaSl sonucunavanhr
ae Zoldufu 1gmbusone§1ts1zlik1ena 0veb6ylecec2k2= 1 bulunur. O halde

c—-— dir. Bunedenleck +b= O&Qn.hgmdenb = k bulunur.
kv

Bu, b=tk c= + — degerlennm ikisinin de tam say1 olmasi icink=1veya
k = - 1 olmak zorundadir, Bu durumdaise g (z) =-— dbmigﬂmii elde edilir. Bu 8je
bir eliptik 8gedir ve sabit noktalan i, -i nokta]andu' '

2)c-01se(1)ve(2)denb Oa d ilbulunur Yamg(z) I1(2)=z
birim Ogesi elde edilir.
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3)b=0,d¢0ikenm‘ijinbirsabitnoktad1r.
Bu durumda, - _
g@= :tl

’ olur.cﬁnkﬁad-bc-1oldugundana=d?:tlbu1unm. :

12 oz =2=0,2= 0+i0= (00)
ztl

11, Uygnlama

1. Kartezyen koordinatlarla verilen bir z, = (x,, y,) noktasindan gegen ve egitimi -
m olan dogrunun denklemi (diizlemde yani i R2 de) kartezyen koordinatlaria,

L:y-yo=m(x-x)
idi. Bu dogrunun C nin Ogelen yam karmasnk saynlarla 1fadesn.

L={z= z°+tz,l -°°<t<°°}zllse

m =1 ¢ R olmak iizere z; = (m;, my yani z;=m, + lmlkannagxk saynsndn'
mz

z, (m,, m)

jorf‘ovrvttr
ry ‘

Ornek z.,=(i 3) noktasmdan gegen ire egimm = 51' olan
L:y-3= % (x - 2) dorusunun karmagik denklemi,
L={z=(23)+0, 1)tl-e<t<ee] olur.

2 zlé(xl.yl).Zz=(Xz,y7)mham!ldangec§n

ya2- Y1

L:y- y1== (x xl)

k dogmsununkammslkdenkleml_koléyca
L={z=z +tzl-so<tc<oo} -

olur. (2o =2 - 7))
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Z,=Zy - 7,

Fresrreceve
.

3) Aym sekilde z, = (Xo, ¥o) merkezli ver € R yarigaph (x-Xp)? + (y-Yo)? = 1?
cemberinin karmagik denklemi Iz-zyl = r olur. '

4PSL2C).PSLeRve Y
M doniigiim gruplaninin dgeleri
konform doniigiimlerdir. Bu neden-
le diizlemdeki bir egrinin veya bir -
seklin M nin Ofeleri altindaki
goriintiileri kendisine benzerdir. Bir v
doPrunun goriintiisii kendlsme pa- : : — X
‘ralel bir dogrudur. 0 - -

(")mek L : y = x dofrusunun

g (2) =z- 1, g € M Sesi altindaki gdninﬂlsii orijinin goriintiisii zo =- 1 = (-
1, 0) oldugundan L'nin goriintiisii z, dan gegen ve L ye parelel olan L, dogrusu yani .

L,.y—x+1 ’ : y

Bu doniigiim, 6rmegin |z} = 1 merkezcil gemberini
g@)= 7= -Z - 1
oldugundan buradan z gekilip yerine konarak,

Iz’ + 1]= 1 yani

iz + 11 = 1 gemberi olur.

153




12. Sonuc¢

Diizlemdeki analitik geometri Ggretlml, karmagik sayilarla yaptifinda bllmen
" klasik kavramlar (egri, dogru, cember, egitim, paralellik, merkez, iki nokta
arasindaki uzaklik) daha somutlagmakta, bu nedenle de 6grencilere, dgrenenlere,
ogretmenlere kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle liselerimizde ve iiniversitelerimizde
analitik geometri dersleri kartezyen koordinatlanin yaninda C nin 6geleri ile takviyeli
verilirse anlatim ve anlamada soyut kalan bazi kavramlann daha somutlasacagl
dusuncesmdeylm
13. Dilek ve Oneriler ‘

Bu simpozyumun gok faydah konulan giindeme getirdigine tanik oldufum icin
sevingliyim. Su soru ve sorunlara da agiklik getirilmesi dilegi ile sunmak istiyo-

1) Ogretmenlik bir meslek midir, yoksa herhangi bir kiginin atandiginda
yapti1 bir is midir? Bence (Sgretmen olmayana dgretmenlik yaptirilmamalidur. Tlp

_ doktoru olmayana doktorluk yaptinrsamiz kiyamet kopar.

2) Matematik &gretmeni 6nce matematikgi olmali mdir? $u anda fen fakiiltesi
matematik mezunu matematik¢i sayilmakta, egitim fakiiltesi mezunu matematik
ogretmeni matematikgi sayllmamaktadu' Bence matematik Ggretmem t)nce matema-
tik¢i olmahdr.

»
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